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INTEGRACION de FUNCIONES
VECTORIALES

Sea la funcion vectorial:

f:AS>R/ACHR Ala,b]c A
te Ao f(t)=x(@Ii +y(t)]+z(t)k

si f estaacotada en [a, b], se define:

'T?(t)dt = Tx(t)dtf +T y(t)dt j +_T z(t)dtk

siempre que existan las integrales del segundo miembro.

En este caso se dice que f es integrable en [a, bl.
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INTEGRACION de FUNCIONES
VECTORIALES

CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE DE INTEGRABILIDAD

Si f es acotaday continua en [a, b] entonces f es integrable en [a, bl.

PROPIEDADES.:
® Si f(t)y g(t) son integrables en [a, b] entonces a f + B9 es

integrable en [a, b] con o, €N y vale:

[l T O+ pa®bt = o[ Tyt +A] g1t

b c b
® Si [a, bl=[a, c] U [c, b] entonces: j?(t) dt = j?(t)dt+ﬁ(t)dt
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"
FUNCIONES VECTORIALES

Situacion problematica:

Una particula se mueve segun la trayectoria dada por la funcion

vectorial: T(t) =sen(t)i +cos(t)j +tk donde t es el tiempo.
a) Hallar su velocidad y aceleraciéon en funcion del tiempo.

b) Calcular el mddulo de la velocidad y la aceleracion en el
instante t=0.

c) Graficar la forma que adopta la trayectoria seguida por la
particula.

d) Calcular la longitud de dicha trayectoria si la particula se
mueve desde t=0 a t=37
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INTEGRAL MULTIPLE de f sobre T

Se denomina integral multiple de f sobre T, al ndmero si existe,

siguiente: |

:J'fd,u— lim s(f,P) = lim Zf(r) w(T)

[P0 [Pl—-04

QSiTcR:

T

[ f du= Il f (x,y)dxdy| Integral doble

T

asSi TcR:

T

[ f du = I f(x,y,z)dxdydz Integral triple

T

Condicion
suficiente de
integrabilidad

Sea f un campo escalar definido, acotado y continuo
en T medible. Entonces f es integrable sobre T.

Licenciatura en Ensefianza de la Matemadtica
Facultad Regional San Nicolds



w X

Interpretacion geométrica de la
integral doble

‘y z=1(r)
f(ri) Sea f(F)ZO Vr eT cR?

integrable en T.

lim if(?i),u(T) ~ [[ (")

[Pl=>04=

—

Volumen del cuerpo de base Ty
y
g altura f(r).

f(r)>g(r)=0
[ Analizar casos particularesy _ -
g(r)< f(r) <0
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] S
Calculo de integrales dobles
T De acuerdo al recinto de integracidn
C \§
CII— i T={(x,y)eﬂ%2/a£xsb/\cgy£d}
a b X
T:{(X,y)e‘RZ/aSXSb A g(X)<y<h(x) con g,hcont en [a,b]}

T ={(x,y)eR?/ g(y)<x<h(y) nc<y<d con g,h cont en[c,d]f

a b X
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Cdlculo de integrales triples

d @7 @, (X, Y)

T JIJ £ 0y, 2)dxayz = J“ {I f(x,y,2) dz}dy}dx

i : al g(x)| o

Dominio de Integracion
T = {(x, V,2) e R @, (X, y) <2< ¢,(X y)con (X,y) eG A ¢, ¢, cont en G}
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x
Cdlculo de integrales mdltiples

Muchas veces es necesario efectuar UN CAMBIO DE VARIABLES

Illlegralﬂs ||Ileralﬂs
gobleg frinieg

. B . B
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Cambio de variables

Z z
o
»X :Z ;
: > Y > Y
X = pC0Sé '
y = psend
X = pCcosé X = pCcoséseng
|J(p,9)|:p y = psend y = psendseng
2=1 Z=12C0S¢Q
[3(p.6.2)|=p | 3(p.0,9)| = p* senp
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" N
Aplicaciones fisicas y geométricas de las
integrales

Q Cadlculo de areas l‘éminﬂ

0 Cdlculo de volimenes
O Carga eléctrica total
0 Masa y centro de masa n

O Centro geométrico
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i/ Area de una lamina plana

DA Hallar el drea encerrada entre las curvas
- . 2
siguienfes: Y° =4x y 2x—y=4

Masa y Centro de masa de una
lamina plana de material no En MAPLE
homogéneo

Hallar la masa y el centro de masa de una ldmina triangular de
vértices (0; 0), (0; 1)y (1,0)
supuesta la densidad en (x; y) dada por la funcion 8(x; y)=x*y

¢Y si la ldmina fuera de material homogéneo?
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CLASE 5.mws

Volumen de un solido

Mediante integrales mdltiples hallar el volumen comprendido
entre los planos z=0; Z=X+Y+2 yelcilindro x*+y* =16
con la restriccion x<0, y<o0 .

Centro geométrico

Determinar las coordenadas del centro
geométrico del volumen interior al cilindro
X*+Yy* =2x , exterior al paraboloide z =x*+Yy~
y sobre el plano z=0
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" A *
INTEGRALES CURVILINEAS

Sea C una curva regular de parametrizacion r(t)
F un campo vectorial definido, acotado y continuo sobre C
Se llama INTEGRAL CURVILINEA de F sobre C:

E[F.dr = AIrlm D F(ri).Ar

i| 0421

Su formula de cdlculo es:

(F.dr = _?E[F(t)]f’(t) dt

c

Cumple con las propiedades de:

LINEALIDAD, ADITIVIDAD RESPECTO AL DOMINIO DE
INTEGRACION y SENTIDO DE CIRCULACION
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" A *
PARAMETRIZACION DE CURVAS

TRAMOS RECTOS:

- Escribir la parametrizacion del segmento recto que une los
puntos Ay B en uno y otro sentido:

A=(1,1) y B=(4,5)
TRAMOS CURVOS:
1 Escribir la parametrizacién del arco de pardbola Y = X* que
une P,=(-1, 1) al P,=(1, 1).

l Escribir la parametrizacion del arco de cincunferencia de
radio 1 y centro C=(0, 1) que une los puntos (0, 0) y (1, 1).
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INTEGRALES CURVILINEAS
respecto a la longitud de arco

Sea C unarco de curva regular de parametrizacidn r(t)
s(t) = H r (t)|dt la funcién longitud de arco

gp(r) un campo escalar definido, acotado y continuo sobre C

Se llama INTEGRAL CURVILINEA de (D(F) sobre C:

Jo(r).ds = [olr )]s dt
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ﬁ‘ Aplicaciones Fisicas 'R

una superficie
L Calcular la masa de un
Calcular el trabajo efectuado alambre homogéneo en forma
por'_el campo de fuerzas: de hélice circular de
F(X,y,2) =i +X] parametrizacién C:
desde el punto (0,0,0) hasta r(t) =2cos(t)i +2sen(t) j +3tk
(0,1,0) a lo largo de la curva C: 0<t<2rx
r(t) = sen(t)7+ij7 0<t<rz
T
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INTEGRALES CURVILINEAS
independientes de la trayectoria

Sea: @(I') un campo escalar diferenciable en T conexo y abierto
con Vo(r) continuo en T.

C una curva reqular de parametrizacion r(t) cont e[a,b]

Entonces: - = =
[Vo(r) dr = o(r(b) - o(r(2))

Este teorema afirma que una integral curvilinea de un gradiente
continuo de un campo escalar diferenciable es independiente de
la trayectoria y sélo depende del punto inicial y final.
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" A
FUNCION POTENCIAL

Un campo vectorial F acepta funcién potencial si existe un
campo escalar ¢/ Vo =F
P se llama FUNCION POTENCIAL de

Q Se cumple: |F =Ve=(P.Q.R)=(¢,.¢,.0,)

3 Los puntos del plano en el cual la funcion potencial
toma el mismo valor forman una curva equipotencial

(Isobaras si @ es la presion; isotermas para la
temperatura)

0 En el espacio forman una superficie equipotencial.
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" A
FUNCION POTENCIAL

Sea F campo vectorial diferenciable con continuidad en un
conjunto T conexo y abierto entonces:

0 F  esungradiente por lo tanto acepta funcién potencial.

F.dr
Q ! siendo C regular, sélo depende de la posicion
inicial y final (independencia de la trayectoria)

0 ([F -dr=0" i C es regular y cerrada.
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" A
FUNCION POTENCIAL

Para la existencia de FUNCION POTENCIAL es preciso:

v Condicion necesaria:

Si F es un campo vectorial diferenciable con continuidad que
acepta funcién potencial entonces

rotF =0

v Condicidn necesaria y suficiente:

Si F es un campo vectorial diferenciable definido en un
conjunto T simplemente conexoy rotF =0 entonces F acepta
funcion potencial en T.
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Determinacion de funciones potenciales

Dado el campo vectorial F(x,y) = (x* + y?)i +2xy ]
a) Encontrar el dominio del campo vectorial,

b) Analizar si acepta funcién potencial indicando el dominio de
validez.

c) Calcular la funcién potencial en caso que exista. En MAPLE

Ecuaciones diferenciales exactas

La ecuacién diferencial P(X, ¥) dX+Q(X, ) dy =0|se |lama exacta
cuando existe funcién potencial de un campo (P, Q).

En tal caso, la solucion general de dicha ecuacion es |p(X,y) =C| con
C constante.
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" *
TEOREMA DE GREEN

Sea C es una curva de Jorddn orientada positivamente que limita
a un conjunto simplemente conexo Dy F un campo vectorial

diferenciable en DUC, entonces:

oQ 8P

:fF dr—§P(x y) dx+Q(X,y)dy = ﬂ( o

)dx dy

Cdlculo de dreas a través de integrales curvilineas

A(D)=§Xdy A(D)Zi—y dx A(D)=%§—ydx+xdy
C C

C
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— X
Definiciones previas

Superficie paramétrica: |S =r(u,v) = x(u,v)i +y(u,v) ] + z(u,v)k

| = — Vector normal
Producto vectorial fundamental: |FuA T, a la superficie

Area de una superficie: |A(S) = _U E/\m .du dv
T

INTEGRALES DE SUPERFICIE
jj fds:jjf[?(u,v)]. o A Iy

S T

du dv
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Aplicaciones

Una particula sujeta a una fuerza § (xy+y?)dx+x*dy

se mueve en sentido contrario al de las agujas del reloj alrededor
de la curva cerrada formada por:

Y= X, Y = X°,

Usar el Teorema de Green para encontrar el trabajo realizado.

m Hallar el drea de la elipse.

Hallar el drea de la superficie lateral del cono x* + y* =z

2

. . . . .r- 2 2
situada por encima del plano xy e interior al cilindro X" +y° =1
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"

J‘Aplicaciones Fisicas '&

Masa de una superficie

M (S) =H5ds

Centro de masa

Momento de Inercia

Frem =

|=jjd25ds
S

|

S

rods

Flujo de un fluido a través de una superficie

b :HF(FUA?V) du dv
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